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QUESTION 1

ENONCE

V�eri�er les identit�es suivantes :

{ a) tan(45Æ � a

2
) =

1� sin a

cos a

{ b) tan(45Æ � a

2
) =

cos a

1 + sin a

SOLUTION

Conditions d'existence

{ tan(45Æ � a

2
) existe si et seulement si 45Æ � a

2
6= 90Æ + k 180Æ k 2 ZZ.

Soit a 6= 270Æ + k 360Æ k 2 ZZ.

{ 1�sin a
cos a

existe si et seulement si cos a 6= 0. Soit a 6= 90Æ + k 180Æ k 2 ZZ.

{ cos a

1+sin a
existe si et seulement si 1+sin a 6= 0. Soit a 6= 270Æ+k360Æ k 2 ZZ.

En r�esum�e, la relation a) existe si

a 6= 90Æ + k 180Æ k 2 ZZ

tandis que la relation b) existe si

a 6= 270Æ + k 360Æ k 2 ZZ

Preuve de l'identit�e a)

On utilise les formules suivantes :

{ 1 = cos2 a

2
+ sin2 a

2

{ sin a = 2 sin a

2
cos a

2

{ cos a = cos2 a

2
� sin2 a

2

Il vient :

1� sin a

cos a
=

cos2 a

2
+ sin2 a

2
� 2 sin a

2
cos a

2

cos2 a

2
� sin2 a

2

=
(cos a

2
� sin a

2
)2

cos2 a

2
� sin2 a

2

1



Comme cos a

2
� sin a

2
6= 0 d�ecoule de la condition d'existence, il vient :

1� sin a

cos a
=

cos a

2
� sin a

2

cos a

2
+ sin a

2

Etant donn�e que cos 45Æ =
p
2

2
et que sin 45Æ =

p
2

2
, on peut encore �ecrire :

1� sin a

cos a
=

sin 45Æ cos a

2
� cos 45Æ sin a

2

cos 45Æ cos a

2
+ sin 45Æ sin a

2

=
sin(45Æ � a

2
)

cos(45Æ � a

2
)

On obtient donc le r�esultat �nal annonc�e :

1� sin a

cos a
= tan(45Æ � a

2
)

Preuve de l'identit�e b)

La seconde �egalit�e se d�emontre de mani�ere totalement similaire :

cos a

1 + sin a
=

cos2 a

2
� sin2 a

2

cos2 a

2
+ sin2 a

2
+ 2 sin a

2
cos a

2

=
cos2 a

2
� sin2 a

2

(cos a

2
+ sin a

2
)2

Parce que la troisi�eme condition d'existence entrâ�ne que cos a

2
+ sin a

2
6= 0,

on a :

cos a

1 + sin a
=

cos a

2
� sin a

2

cos a

2
+ sin a

2

On obtient alors :

cos a

1 + sin a
=

cos a

2
� sin a

2

cos a

2
+ sin a

2

=
sin(45Æ � a

2
)

cos(45Æ � a

2
)
= tan(45Æ � a

2
)

2



QUESTION 2

ENONCE

Soient :

m2 = cos2 � + sin2 � sin2 �

n2 = cos2 �

p2 = sin2 � + sin2 � cos2 �

Et les �equations :

4m2 = n2 = p2

On demande de calculer les valeurs des angles � et � et de les repr�esenter
sur le cercle trigonom�etrique.

RESOLUTION

Transformons d'abord l'�equation 4m2 = n2.

4 cos2 � + 4 sin2 � sin2 � = cos2 �

4 cos2 � + 4 (1� cos2 �) sin2 � = cos2 �

4 cos2 � + 4 sin2 � = cos2 � + 4 cos2 � sin2 �

4 = cos2 � (1 + 4 sin2 �)

Ce qui donne :

cos2 � =
4

1 + 4 sin2 �

Transformons ensuite l'�equation p2 = n2.

sin2 � + sin2 � cos2 � = cos2 �

sin2 � + (1� cos2 �) cos2 � = cos2 �

sin2 � + cos2 � � cos2 � cos2 � = cos2 �

1 = cos2 � (1 + cos2 �)

Ce qui donne :

cos2 � =
1

1 + cos2 �
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En identi�ant les deux r�esultats, on obtient :

4 (1 + cos2 �) = 1 + 4 sin2 �

4 (1 + cos2 �) = 1 + 4 (1� cos2 �)

8 cos2 � = 1

Soit :

cos2 � =
1

8
et sin2 � =

7

8

En retournant dans une des deux �equations, on obtient :

cos2 � =
8

9
et sin2 � =

1

9

On calcule alors les solutions � et � :

cos� = �2
p
2

3
et cos � = � 1

2
p
2

Ce qui donne les solutions :

� = 19:4712Æ + k 180Æ et � = 160:5288Æ + k 180Æ

� = 69:2952Æ + k 180Æ et � = 110:7048Æ + k 180Æ
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Fig. 1 { Enonc�e

QUESTION 3

ENONCE

Un pentagone, volontairement d�eform�e, est d�e�ni comme sur la �gure 1.
Donn�ees : a= 10 m � = 45Æ

b = 30 m � = 60Æ

c = 40 m � = 90Æ

d = 50 m

Calculer : , Æ, et (� + � +  + Æ)

Calculer le p�erim�etre et la surface du pentagone

RESOLUTION

On commence par d�e�nir les sommets du pentagone par A, B, C, D, E
comme sur la �gure 2. On construit ensuite les points F, G, et H ainsi que
P, Q, R comme montr�e sur la �gure 2 suivant les perpendiculaires abaiss�ees
sur l'horizontale et la verticale.

Dans le triangle rectangle ABF, on a :

jBF j = jGHj = b cos 45Æ = 21:2132 m

jAF j = b cos 45Æ = 21:2132 m

Dans le triangle rectangle BGC, l'angle au sommet B vaut :

180Æ � (90Æ � �)� � = 75Æ
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Fig. 2 {

De sorte que l'on a :

jCGj = c sin 75Æ = 38:6370 m

jBGj = jFHj = c cos 75Æ = 10:3528 m

On en tire encore :

jCHj = jCGj+ jBF j = 59:8502 m

jAHj = jjFHj � jAF jj = 10:8604 m

Remarquons que, contrairement �a ce que sugg�ere la �gure 2, le point H se
trouve �a gauche de A puisque jAF j > jFHj.

On consid�ere maintenant le triangle rectangle CPD. On peut y d�eterminer
la longueur de la projection du côt�e CD sur l'horizontale :

jEHj = jDP j = a+ jAHj = 20:8604 m

Comme on connâ�t la longueur du segment CD, on peut d�eterminer l'angle
� du triangle en D :

cos � =
jDP j
d

=
20:8604

50
= 0:4172
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et donc

� = �65:3415Æ

Le choix du signe positif de � permet de se tourner vers une construction
avec un côt�e CD tel que le point D est plus bas que le point C orient�e et un
petit côt�e DE (comme sur la �gure 2) tandis que le signe n�egatif permet de
choisir une solution alternative avec un côt�e CD tel que D est plus haut que
C et un long côt�e DE. Nous choississons ici de prendre le signe positif comme
sur la �gure 2.

On peut aussi calculer l'angle � du triangle CPD au point C :

� = 180Æ � 90Æ � � = 24:6585Æ

La valeur de Æ s'obtient facilement car on peut remarquer que Æ = �, soit

Æ = � = 24:6585Æ

Quant �a la valeur de , elle vaut :

 = 180Æ � �� 15Æ = 140:3415Æ

En�n la somme �+�++Æ s'obtient ais�ement en remarquant que la �gure
ABCDE est un polyêdre ferm�e dont la somme des angles � + � +  + Æ + �

vaut 360Æ. On a donc :

� + � +  + Æ = 360Æ � � = 270Æ

Calculons le p�erim�etre. On calcule d'abord la longueur e du côt�e DE,
projection verticale de DE. Elle vaut :

e = jCHj � d cos � = 14:4097 m

Le p�erim�etre s'obtient alors comme suit :

a+ b+ c + d+ e = 10 = 30 + 40 + 50 + 14:4097 = 144:4097 m

Calculons l'aire du polyêdre ABCDE. Cette aire est �egale �a l'aire du
trap�eze AEQB + l'aire du trap�eze BQRC - l'aire du triangle CDR.

Aire(AEQB) =
(jAEj+ jBQj)

2
jGH

Aire(BQRC) =
(jBQj+ jEHj)

2
jCGj

Aire(CQR) =
jEHj � jCP j

2
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Soient :

jBQj = jAF j+ jAEj = 21:2132 + 10 = 31:2132 m

jCP j = jCHj � e = 45:4405 m

Il vient :

Aire(AEQB) =
(10 + 31:2132)

2
21:2132 = 437:1319 m2

Aire(BQRC) =
(31:2132 + 20:8604)

2
38:6370 = 1005:9838 m2

Aire(CQR) =
20:8604 � 45:4405

2
= 45:4405 m2

Soit l'aire recherch�ee :

Aire(ABCDE) = 437:1319 + 1005:9838� 45:4405 = 969:1623 m2
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