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Solutions des questions

Question 1

Vérifier les identités suivantes:
a) (2cosa+1) (2cosa—1)(2cos2a—1) =2cosda+1

1-cos2a+sin2a
b) - =tana
1+ cos2a+sin2a

Solution:
a) Simplifions d'abord:
(2cosa+1) (2cosa—1)=4cos’a—1
Or
cos2a =2 cos?a—1
De sorte que
(2cosa+1) (2cosa—1)=4cos’a—1=2(cos2a+1) -1
Il vient:
(2cosa+1) (2cosa—1) (2cos2a—1) = (2cos2a+1) (2 cos2a—1) =4 cos’2a —1
On a de méme:
cosda =2 cos?2a —1
On en déduit:
(2cosa+1) (2cosa—1)(2cos2a—1) =2 (cosda+1)—1= 2cosda+1

Ce qui démontre l'identité.
Il n'y a pas de conditions d'existence particuliéres.

b) Pour étudier I'identité
1-cos2a + sin2a
- =tana
1+ cos2a +sin2a

on étudie d'abord le dénominateur et le numérateur de I'expression. 1l vient pour le
numeérateur:
1— cos 2a + sin 2a = cos 2a + sin2a— (cos 2a —sin2a) + 2sina cos a
1-cos2a +sin2a = 2sina (sina + cosa)

En ce qui concerne le dénominateur:
1+ cos2a + sin2a =cos2a +sin2a + (cos2a —sin2a) + 2sina cosa

1+cos2a+sin2a=2cosa (sina+ cosa)

Il vient donc si (sina+cosa) =0 (ce qui se sera justifié par les conditions d'existence),
1-cos2a+sin2a 2sina(sina+cosa)

- = - =tana
1+cos2a+sin2a 2cosa(sina+ cosa)




Conditions d'existence:
Les conditions d'existence sont liées a I'annulation du dénominateur. La formule est valable si:
e cosa=0 cequiarrive si a=90°+ k 180°, avec k entier.
e (sina-+cosa)=0, c'est-a-dire sina=—cosa, ce qui arrive si a=135° + k 180° avec k
entier.
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Question 2

1° Déterminer les solutions a et  satisfaisant au systeme d'équations suivant:
{P cosa +Qsina = A+ Bcos

Qcosa —Psina=Bsin g
ou A, B, P et Q sont des constantes connues.

2° Donner les conditions sur A, B, P et Q pour assurer I'existence de la ou des solutions.

Solution

Elevons les deux équations du systeme au carré
P2 cos2a + Q2sin2a + 2 PQ cosa sina = A2+ B2cos2f + 2 AB cos
{ Q?cos?a + P?sin2a — 2 PQ cosa sina = B2sin2f3
Faisons en la somme, il vient:
P2 (cos2a +sin2ar) + Q2 (cos2a +Sin2a) = A2 + B2 (cos? f +sin23) + 2AB cos
D'ou on tire cos 5 :

2 2_N2_R2
c0s 3 = P2+Q2—A2—B
2AB
Ce qui fournit deux familles de valeur pour B:
2 2__AN2_R2
[ ==L arccos PPrQ*-A*-B +2k7m
2AB

On peut en déduire immédiatement les conditions sur A, B, P et Q pour que cette expression
ait un sens:

< P2+Q2_A2_BZ <
2AB
A=x0et B=0
Aprés quelques manipulations algébriques, on obtient sans peine les conditions:
(A-B)2<(P2+Q?3)<(A+B)?

-1<cosf<l < -1 1

Calculons maintenant la valeur de sin g

. |AAB2-[(P2+QY)—(A2+BY)P
sin 8=+ ,/1-cos ,B_i\/ YO

Ce qui peut encore étre mis sous la forme:

2(P2 2)_|P2 2 2_R2
Sinﬂ:i\/4A(P +Q?)—[P2+Q2+ A2— B2
4p2B?

Les valeurs de cos £ et de sin g étant connues, on determine la valeur de o a partir des
équations du systéme:
P2+Q2%+ A2—B?
2A
4M2(P2+Q?)—[P2+Q2+ A2—B2p
42

Pcosa +Qsina=A+Bcosf=

QCOSa—PSina:BSin,B:i\/



Pour la résolution, on pose classiquement:
P=Ksing et Q=Kcosg

K=\P?2+Q? et tanp=P/Q

Il vient:
2 2 2_R2
sinar + ) = P2+Q?+A?-B
2A JP2+Q2
2 2 2_R2
cos(a+ @)=+ 1—[P QP+ A B]2
4A2 (P2+Q3?)
Soit

P24 Q2+ A2— B2
tan(a + @) ==
VaRe(P2+Q?)-[P2+ Q2+ A - BZ}

Pour chaque choix d'une solution 3 (repérée par l'indicateur +), on a donc respectivement une
solution o

P2+Q2+ A2— B2
V4R (P2+Q?)-[P2+ Q2 + A2 BZ]

a= arctan(i J —arctan(P/Q) + kx

Les seules conditions sur A, B, P et Q sont que A=0 et P2+Q2=0

2° Les conditions sur A, B, P et Q pour assurer I'existence des deux familles de solutions sont:
e Ax0,B=0et P2+Q?+0
e (A-B)2<(P2+Q¥)<(A+B)?



Question 3

La figure ci-dessous représente un pentagone régulier, son cercle circonscrit et ses diagonales.
En utilisant uniquement la formule de calcul de I’aire d’un cercle ou d’un de ses secteurs ainsi
que les formules relatives aux triangles, calculer le rapport entre 1’aire de la partie rouge de la
figure et 1’aire de sa partie jaune.

Figure 1: Pentagone régulier, son cercle circonscrit et ses diagonales.

Figure 2

Solution:

Sur la figure, on distingue deux sortes de triangles, les rouges et les jaunes. Tous sont
isoceles. Le calcul des angles est immédiat. On peut partir de I'observation que le pentagone
est lui-méme formé de 5 triangles isocéles, dont I'angle au sommet situé au centre du cercle
vaut 72°, les deux autres étant égaux a 54°. Les angles au sommet du pentagone valent 108°.
On en déduit que les angles rouges valent 36°, 72° et 72°. Ceux des triangles jaunes: 108°,
36° et 36°.
On calcule ensuite la longueur a du c6té du pentagone en examinant son triangle de base
ayant pour sommet le centre du cercle. Il vient

a=2Rcos54°
L'aire de ce triangle est égale a :

2
Rcos54°Rsin54° = R?sin 72°
Pour les triangles jaunes, la base étant égale a a, la hauteur vaut 32 tan36° et l'aire

2
%tan 36° = R25in 36° tan 36°

La longueur des autres cotés est par ailleurs donnée par:



a_ b cos 36°
2

donc
a

b=———
2C0s 36°
On en déduit l'aire d'un triangle rouge:

2
Rtan36°cos72° Rtan36°sin 72° = R?tan 236°sin 36°

= Rtan 36°

Pour ce cinquieme de figure la surface jaune est égale a :
R2 . R2 .
—SIin72° — —tan236°sin 36°
2 2
On conclut en calculant les rapports entre les surfaces colorées et la surface totale, et le

rapport entre les différentes surfaces rouges et jaunes:

i 2
Jtil:;e = ;7;2 [sin 72°—tan36°sin 36°] —0.5099
FOUQE _ (4001

total
FOUge _ (0611

jaune



