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Question 1

Montrer que dans un triangle ABC, on a toujours
cosZA+ cosB+ cos@=- 4 4cds céascosC

Solution proposée

Partons du membre de gauche. Sachant que
A=m-B-C
Il vient :
cos2A+ cosB+ cos@= cosBf C+) cob2 co82

cosB cosEZ- sinB sin@+ cosx cof€2

=(2cosB- 1)(2cosC—- 1 4siB cd® sth c63 (2cds? +1) (2d0s?2 1)
=CoSB cos€- 2coLC- 2co€* -1 49 <h dBs €bs 2dds#+ DbHs2C- 1
=400sB cos€- 4siB siC coB cas- 1

=4cosB coL (co8 cos- siB sib-) 1

=4cosB co coB+CHy 1

=4cosB co £ codr § 1

Autre méthode de résolution moins classique...

La these,
Cc0S2A+ cos2B + cosC = -1-4cosAcosBcosC
équivaut a

2cos2 A-1+ 2cos2 B-1+ 2cos2 C-1=-1-4cosAcosBcosC

Divisons par deux et regroupons :
cos2 C + 2cosAcosBcosC -1+ cos2 A+ cos2 B=0

Cette équation du second degré n’est vérifiée gue s
coSC = —C0oSACOSB £ cos? Acos B—cos2 A-co? B +1

= —COSACOsB * \/ (1-cos® A)(1-cos’ B)

= —cosAcosB £ sin AsinB

en tenant compte du fait que le sinus d’'un anglen driangle n’est jamais négatif. Mais
précisément, comme
C=n-(A+B)
ona
cosC = -cos(A+ B) = —cosAcosB +sinAsinB g
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Question 2

Résoudre I'équation suivante
sinx+ sin 2+ sin=+/ 2 (* cos+ cos®

Représentez les solutions sur le cercle trigonaonér

Solution proposée

Pour résoudre
Sinx +sin2x +sin3x = \/§(1+ COSC + COS2X)

on remarque d’abord que le premier membre se wansfen

Sinx +sin2x + sin3x = sin(2x — X) +sin2x + sin(2x + x)
= SIN2XCOSX — SINXCO0S2X + SiN2X + SiIN2XCOSX + SINXCOS2X
=sin2x(1+ cos2x) = 2sinx(1+ cos2x)

De la méme fagon, on réduit le second membre a

2 2

1+ COSX + COS2X = COS X + SN X + COSX + COS> X —Sin® X = COsX(1+ 2cosx)

L’équation se raméne donc a
cosx(L+cos2x)(2sinx—+/2) =0

Les solutions sont donc (avec k entier)

a)cosx=0, soit x:ig+2kn (ou x:g+kn)
1 . 7l
b) cosx=—§, soit X=ﬂi§+2kﬂ

T
C) sinx:—z, soit x=4 4 l42km
2 T

T——
4
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Question 3

Dans un demi-cercle de rayon R, on trace trois eerd, C, et G paralléles a la base
rectiligne du demi-cercle. La distance h entree€ G est égale a la distance entre & G.
Onmesure 8m,G=16 met G=20 m.

Quel est le rayon R du demi-cercle ?

Déterminer les angles:, a», etas représentés sur la figure 1.

Donner vos réponses avec 4 chiffres aprésI la wvérgul
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Figure 1 : Demi-cercle de rayon R avec ses traideonG, C,, Cs.

Solutions proposées

Premiére méthode (par la trigonométrie)

On a successivement
4 8 10 .
cosa; = —, cosay =—, C€O0Sa3=—

R R R

Par ailleurs,
h = R(sina; —sina,) = R(sina, —sinaz)
soit, commeR n’est évidemment pas nul,
sinay +sinas = 2sinas

Exprimant les sinus en fonction des cosinus (tesshgles sont entre OnéR), on obtient

J1-1—6+ Jl_l_oozz Jl_ﬁ
R? R? R?

soit, aprés multiplication pa&¥,
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JR2 -16+vR? -100=2VR? - 64 *

Elevons au carré : il vient ’ 5 \
R? -16+ R? ~100+ 2y/|R? ~16|R? ~100) = 4(R? - 64)

soit, aprés regroupement et division par 2,

JRZ ~16[R? ~100) = R2 - 70
Une nouvelle mise au carré donne
R* -116R? +1600= R* —~140R? + 4900
soit

RZ =1375
R=1173

Les angles s’obtiennent alors aisément des rekaff)n

Deuxieme méthode : a partir du théoreme de Pythago

En notani 'ordonnée de la corde du milieu, on a les retaio
x =V R? - 64
x+h=vVR? -16
x—h=vR% -100

En sommant les deux derniéres et en comparansudtaea la premiere, on obtient

2x =R2 -16+R? 100 = 2/ R? - 64

qui n’est autre que I'équation (**) de la méthodéqedente, que I'on reprend pour la suite.

Troisieme méthode, également fondée sur le théorélm®ythagore

Avec la méme définition de x que ci-dessus, ort pertire
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1) R? = x> +64
) R? = (x+h)? +16= x? + 2hx+h? +16
3) R? = (x—h)2 +100= x? - 2hx+h? +100

Sommant les relations (2) et (3), on obtient
2R? =2x? +2h? +116  soit R?=x?+h?+58
La soustraction de la relation (1) a ce résultainéammeédiatement

h2-6=0 soit h=+6

De plus,
(M) donne R? - x% =64
(2) donne R? - x? =2hx+h? +16
donc
) . 48-n> 21 37
64=2hx+h“+16 soit X=———=—"=—"—_
2h h J6
On en déduit

R? =64+ x2 =1375

Il est alors aisé de calculer les angles.
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